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CHAPITRE 3

Les Applications

3.1 Application

Activité

— On considere les ensembles F = {—1,0,1,2,3,94} et F' = {0,1,3,9,4,81}.

— On considere la relation f (ou g) qui associe un élément de F a un élément de F' (voir
figures).

Que remarquez-vous ?

Vocabulaire :

— La relation f est appelée application de E vers F', une telle relation est souvent notée f, g
ou h.

— L’ensemble E est appelé ensemble de départ (ou ensemble de source).
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— L’ensemble F' est appelé ensemble d’arrivée (ou ensemble d’image).
— Un élément de E, on le note par x et on ’appelle antécédent.
— Un élément de F', on le note par y et on 'appelle image.

— On résume ce qui précede par :

f:E—=F
z— flz)=y

Définition. Soient E et F' deux ensembles non vides. Toute relation f qui associe chaque élément
x de F a un et un seul élément y de F est appelée une application de E vers F. On la note par :

f:E—=F
= flz) =y
Remarque.

— Toute fonction est une application de son ensemble de définition Dy vers R.
— Toute application f: E — F est une fonction de f: F — F.
— Si F' = FE, on dit que f est une application sur E.
— Soient f et g deux applications telles que :

f:E—F . g: B = F

e
x> flz) =y x> g(z) =y
Les applications f et g sont dites égales (ou identiques) si et seulement si
{E:E’m F=F
(Vz € E); f(z) = g(z)

On note f =g.

Exemple. On consideére les deux applications suivantes :

fiR—=>R . g:R—-R
e
x +— 3 cos?(z) sin?(x) z+— 1 — cos®(z) — sin®(x)

— Démontrer que pour tout f =g
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Solution : Soit x € R, on a :

g(w)z — cos’(z) — sin®(2)
= cos’(z) + sin*(z) — cos®(z) — sin’ ()
= cos2(x) ( - cos4(a:)) + sin’(x) (1 - sin4(:c))
= cos(x) (1 — cos(x)) (1+cos (2)) +sin*(z) (1= sin®(z)) (1 + sin?(2))
= cos?(z) - sin®(z) ( + cos? ) + sin?(z) - cos?(x) (1 + sin2(:1:))
= cos?(x) - sin’(x) (1 + cos?(z) + 1 + sin®(z ))
)

= 3cos®(x) - sin’(z

D'ou : (Vx € R); f(x) = g(x). Ainsi, nous avons montré que f = g.

Exercice d’application. On considere les deux applications suivantes :

f:R—=R g:R>R
1‘4—1 et 2
— r—x°—1
2 +1

1. Est-ce que f=g¢g7

3.1.1 L’image directe - L’image réciproque

Activité

On consideére les deux applications suivantes :
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1. Déterminer la partie B de F' telle que ses éléments sont : les images des éléments de A
par la 'application f.

2. Déterminer la partie C' de E telle que ses éléments sont : les antécédents des éléments de
D par ’application g.

Vocabulaire :

1. La partie B = {3,4,9} est appelée 'image directe de la partie A de I’ensemble de départ E, et
on note : B = f(A).
Ona f(A)={f(x) | x € A}.

2. La partie C' = {1,2,3,9} est appelée 'image réciproque de la partie D de 1’ensemble d’arrivée
F, et on note : C = g~ (D).
Ona:g YD)={recE|g(x)e D}
L’'image directe

Si f: E — F est une application et A est une partie de F (avec A C E), alors 'image des
éléments de la partie A de E constitue une partie B de I’ appelée image directe de A et on note :
B = f(A) ouencore B={f(z) |z € A} C F.

Remarque.

y€ f(A) < Jx e Ay= f(x).

L’'image réciproque

Soit f : ' — F une application et B une partie de F', avec B C F.
Les antécédents des éléments de la partie B de E constituent une partie C de F, appelée image
réciproque de B, et on note :

fUB)={xec E|f(zx)e B} CE.
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Remarque.

z € f7Y(B) < f(z) € B.

Exercice d’application.
1. Soit ’application suivante :

f:N—=N,
n — 2n.

(a) Déterminer f({0,1,2,5}) et f~1({4,6,12}).
(b) Déterminer f(N) et f71({0,2,4,...,2n,...}) = f~1(2N).

(c) Est-ce que I'implication suivante est vraie ?
Vn,n' e N: f(n) = f(n') = n=n.
2. Soit 'application suivante :

FiNxN=N,
(a,b) — a.

(a) Déterminer f((2,1)) et f((2,7)).
(b) Ecrire en compréhension f~1({2}) (c’est-a-dire I'ensemble des antécédents de 2).

(c) Est-ce que I'implication suivante est vraie ?

Y(a,b) € N2, Y(d',b') € N?: f((a,b)) = f((/,V)) = (a,b) = (d, V).

Propriété. Soit f : E — F une application, et A et B deux parties d'un ensemble E (de départ)
et C' et D deux parties d'un ensemble F' (d’arrivée).

1. Ac B = f(A) C f(B).
2. f(AUB) = f(A)U f(B).
3. f(ANB) C f(A) N f(B).
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4. f (o) =0

5. Cc D = f~YC)c fYD).
6. f{(CnD)=fHC)n fH(D).
7. f7(CuD)=f~Y(C)uU fH(D).

Démonstration :

1. Montrons que : A C B = f(A) C f(B)
On a A C B et nous devons démontrer que f(A) C f(B).
Soit y4 € f(A). Cela signifie qu’il existe x4 € A tel que ya = f(z4).
Comme A C B, on a x4 € B, ce qui implique que y4 = f(z4) € f(B).
Ainsi, f(A) C f(B).

2. Montrons que : f(AUB) = f(A)U f(B)

— D’abord, montrons que : f(AUB) C f(A)U f(B).
Soit y € f(AU B), cela signifie qu’il existe x € AU B tel que y = f(z).
Donc, z € AUB = x€ Aouz € B.

Conclusion : f(AUB) C f(A) U f(B).

Montrons que : f(A)U f(B) C f(AU B).

Ona AC AUB = f(A) C f(AU B) (par la propriété 1).
De méme, BC AUB = f(B) C f(AUB).

Donc, f(A)U f(B) C f(AUB).

Conclusion : f(A)U f(B) C f(AU B).

Conclusion finale : f(AUB) = f(A)U f(B).

3. Immédiat.

4. Montrons que : f(ANB) C f(A)N f(B)
Soit y € f(AN B). Cela signifie qu’il existe x € AN B tel que y = f(x).
Comme x € ANB,onaxe€ Aetx € B.

Donc, y = f(x) € f(A) et y € f(B), ce qui implique que y € f(A)N f(B).
Conclusion : f(ANB) C f(A) N f(B).

5. Montrons que : C ¢ D = f~4C) c f~4(D)
Soit z € f71(C), cela signifie que f(x) € C.
Comme C C D, on a f(x) € D, donc = € f~1(D).
Conclusion : f~4C) c f~4D).
6. Soient C' et D deux parties de F. Soit = € E.
z€ fH(CUD) < f(z)eCUD
< f(x)eCou f(z) € D
— zecfYC)ouxec (D)
= zefHC)uf (D)

Donc on obtient : f~1(CU D) = f~1(C)u f~1(D)

www.chokrinouar.com

Dans les deux cas, y = f(z) € f(A) ouy € f(B), donc y € f(A)U f(B).


https://www.chokrinouar.com

Dr. Chokri NOUAR 3.1  Application

7. Soient C et D deux parties de F. Soit x € E.

z€f 1 (CND) < f(zx)eCND
< f(x)eCet f(x) €D
— zefYC)etze YD)
= ze N O)N D)
Donc on obtient : f~1(C N D)= f~1(C)n f~1(D)

3.1.2 Restriction d’une fonction - Prolongement d’une fonction

Activité

On consideére les deux applications suivantes :

f:R—R, . g:[0,+o00] = R,
x> |z| — bz ¢ x — —4z.

1. Simplifier 'expression de f(x) sur [0, +oo.

2. Quelle relation relie les deux fonctions ?

Solution :
1. — Pour z>0:

f(z) = |z| - bz = z — bz = —4x.
Donc, pour = > 0, f(z) = —4z.
— Pour 2 <0 :

f(z) = |z| = bz = —z — 5z = —6z.

Donc, pour x < 0, f(x) = —6zx.
En résumé, 'application f est définie par :

fz) =

—4x siz >0,
—6z siz <O0.

2. (Vz €]0,+0]), g¢g(z)=f(z).

Vocabulaire :
— L’application g est la restriction de f & [0, +o0].

— L’application f est le prolongement de g sur R.
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Définition. Soit f : E — F une application et B une partie de F avec B C F.
Toute application g telle que :

— L’ensemble de départ est une partie A de E (A C E).
— (Vz e 4), g(z)=f(a).
g:A—F,
z = g(z) = f(z).

est appelée la restriction de f sur A et on note :

Définition. Soit f : E — F une application et B un ensemble tel que £ C B.
Toute application A telle que :

— L’ensemble de départ est B avec E C B,
— (Vz € E), h(z) = f(z),
est appelée le prolongement de f sur B, et on a :

h(z) = f(z) sizeFlE,
h(z) = £, siz € B\ E.

Remarque. Le prolongement n’est pas unique.

Exercice d’application.

1. On considere les deux applications suivantes :

f:R—=R . g:[0,+00[ - R
e
x — |z| — bz x — —4dx

Est-ce que Papplication g est une restriction de f sur [0, +oo[?
2. On considére 'application suivante :
f:[-1,4+0][ =R
z — 223

Est-ce que I'application g est un prolongement de f sur R?
Avec :

g:R—-R
x— —22% + 2032 + 1
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3.2 Applications : Injective - Surjective - Bijective et La bijection
réciproque

3.2.1 Application Injective

Activité
1. On considere ’application : L= N
n = f(n) = In|
(a) Déterminer les images de 0, —2 et 3.
(b) Déterminer les antécédents de 1, 0 et 3.
(c) Est-ce que 'implication f(n) = f(n') = n =n' est vraie?
f:N> >N
(n,m) — f((n,m)) =nxm
(a) Déterminer les images de (1,0), (2, —3) et (—6,1).
(b) Déterminer les antécédents de 1, 6 et 0.

(c) Est-ce que, pour tout (n,m) et (n/,m’) de N2, I'implication f((n,m)) = f((n/,m')) =
(n=n' et m =m') est-elle vraie?

2. On considére 'application :

Solution :
) o f:Z—>N
1. Soit 'application :
n— f(n) = |n|

(a) Images :
fO) =10[=0, f(=2)=|-2[=2, [f@3)=1=3.
(b) Antécédents :
Pour f(n)=1, n==41, pour f(n)=0, n=0, pour f(n)=3, n==£3.

(c¢) L’implication f(n) = f(n') = n = n’ n’est pas vraie. Par exemple, f(1) = f(-1) =
1, mais 1 # —1.
f:N? 5N

2. Soit I’ licati :
O APPACEHOR 1 m) o f((n,m)) = n x m

www.chokrinouar.com 10


https://www.chokrinouar.com

Dr. Chokri NOUAR 3.2 Applications : Injective - Surjective - Bijective et La bijection réciproque

(a) Images :

f(1,0))=1x0=0, f((2,-3)=2x(=3)=-6, f((—6,1))=—-6x1=—6.

(b) Antécédents :
Pour f((n,m)) =1, les antécédents sont (1,1) et (—1,—1).

(c¢) Limplication f((n,m)) = f((n/,m’)) = (n =n' et m = m/) n’est pas vraie. Par
exemple, f((2,3)) = f((3,2)) = 6, mais (2,3) # (3,2).

Définition. Soit f : E — F une application.
f est appelée application injective (ou f est une injection) si et seulement si, pour chaque

élément y de F, il existe au plus un antécédent x de I’ensemble de départ E.

Ou encore :

(f est injective) <= (Vz,2’ € E: f(z) = f(a') = x=2')

lHlustration

f :Application injective g : Application non injective

Exemple. On considére ’application :

f 1, +oo[ —]2, +o0]
2z
r—1

T —

Montrer que ’application f est injective.
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Soit (z,y) € (]1, +oo])2.

f@) = 1) = =5 =

= 2z(y—1)=2y(x —1)
= 22y — 2z = 2zy — 2y
e rT=1Y

Ceci signifie que Iapplication f est injective.

Remarque.

f non injective <= I(z,y) € E?, f(z) = f(y) et x #y

Exemple. On considere 'application :
fR—=R
-3z +2

Montrer que f n’est pas injective.
On a: f(1) = 0= f(2) mais 1 # 2. Ceci signifie que l’application f n’est donc pas injective.

Exercice d’application. On considere 'application suivante :

fRxR—=RxR,
(z,y) = (,0)

Est-ce que I'application f est injective ?

12
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Exercice 1. On consideére ’application :

fil, 4[> R

T T+Vri—=z

Montrer que f est injective.

Solution : Soit (z,y) € (]1, +oo[)?.

f@)=fy) = s+ ViR —a=y+ -y
(M— \/ﬂ>2 = (y — o)
(332—:5)—2\/m\/y27—y+(y2—y) =y —2yx + 2°
—r—y—2Va? —a\/y? —y+ 2z = 0
—x+y$—2m\/ﬂ—y+yx:0
2y —1)—2V2% —a\[y? —y+yl@—1) =0
Valy =12 =2V a2 —y +\Jy2(@ — 1)2 =0
(\/w(y— 1) - \/y(w— 1)>2 =0
Ve —1) = /ylz - 1)

r =Y

A

Ceci signifie que 'application f est injective.

3.2.2 Application Surjective

Définition. Soit f : E — F une application.

f est appelée application surjective (ou f est une surjection) si et seulement si, pour chaque
élément y de F, il existe au moins un antécédent x de ’ensemble de départ E.

Ou encore :

(f est surjective) < (Vy € F,3x € E:y = f(z))
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lllustration

f : Application surjective g : Application non surjective

Remarque.

— Pour démontrer que f est surjective, il suffit de démontrer que I’équation = € E : f(x) =y
admet au moins une solution x dans E pour tout y de F.

— (f est surjective) <— f(FE)=F.

Exemple. On considere I'application :

f 1, +oo] —=]2, +00]
2x
z—1

T —

Montrer que f est surjective.
Soit y €]2, +oo[. Résolvons I"équation f(x) =y dans |1, +o0[. Soit z €]1, +00].

2z
w—l_y
— 2z=y(zr—-1), (x—1#0 pourzxz >1)
= 2xr—yr=—y
— z2-y)=-y

y
— =7 —9
vt (y—2#0)

fz)=y <=

Comme 45 > 1 c’est-a-dire ﬁ €]1,4+o0[, alors I’équation f(z) = y admet au moins une

solution dans |1, +o00[. Ceci signifie que f est surjective.

Exercice d’application. Soit I'application définie par :

f:R—=>R
x +— 3|z
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1. L’application f est-elle surjective ?

2. Soit g la restriction de f a l'intervalle [0, +oo[. L’application g est-elle surjective ?
avec :

g:[0,+00[ >R
z > 3z|z + 1| — 322

Exercice 2. On considere 'application :

f:R —=]0,1]
1

H—
T T o2

Montrer que f est surjective.

Solution : Soit y €]0, 1]. Résolvons I’équation f(z) =y dans R. Soit x € R

1
fO=y <= mgrrs =Y
1
— @?-20+2)==, (y#0 et 22—-224+2#0 pourz €R)
Y
1
— (P -2c+1)==-1
Y
1—
— (z-12=—"1
Y
1- 1-
<:>|:c—1|:1/—y (car:y€]0,1]2>—y20)
Y Yy
1 — 1-—
= = —y+1 ou xr=— —y—i-l
Y Y

est surjective.
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3.2.3 Application Bijective et I’Application Réciproque

Définition. Soit f : £ — F une application.

f est appelée application bijective (ou f est une bijection) si et seulement si, pour chaque
élément y de F, il existe un et un seul antécédent x de ’ensemble de départ E.

Ou encore :

(f est bijective) «— (Vy € F,3z € E:y = f(x)).

— L’application g de F' vers E, qui associe a chaque élément y de F' 'unique élément x de F
tel que f(x) = y, est appelée application réciproque de I’application f et on note g = f~1.

lllustration

Remarque.
1. (f est une application bijective) <= (f est injective et surjective).
2. L’application réciproque f~! s’écrit de la facon suivante :
ffl:FSE
y )
ou encore :
ffl:FSE

z+— f71(z) (on utilise la variable z au lieu de y).

3. La relation entre f et f~! est :

{ny@)¢:>{f4@)=w
reEl yeF

4. Pour démontrer que f est bijective, il suffit de démontrer que I’équation x € E : f(z) =y
admet une solution unique = dans E pour tout y de F'. (L’inconnue est x, mais y représente
les éléments de F').
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Exemple. On considere 'application suivante :

fiR\{2} > R\ {1}
z+1
'_>a:—2

Montrer que f est bijective.
Soit y € R\ {1}. Résolvons I'équation f(z) =y dans R\ {2}. Soit z € R\ {2}.

r+1
f@) =y — T =y

z+1=y(x—2), (z—2+#0pourzeR\{2})

z+1=yxr—2y

z(l—y)=-2y—1
2y +1

T =
y—1’

<~
<~
= r—yr=—-2y—1
<~
—

(y—1#0)

Nous avons : = = 2ny+11 # 2, en effet, si 2;’%11 =2,celarevient & : 2y +1=2y —2 < 1=-2
(absurde).

Donc, on déduit que 25’%11 € R\ {2}. Ainsi, ’équation f(z) = y admet une unique solution
dans R\ {2}, ce qui signifie que f est bijective.

Exercice d’application.
1. Soit I'application suivante : f : R - R, =z~ f(z) =3z —2
(a) Est-ce que f est surjective ?
(b) Est-ce que f est injective ?
(c) Si oui, déterminer I’application réciproque f~! de I’application f.
2. Soit I'application suivante : f: R = R, z+ f(z) =22 -2z
(a) Est-ce que f est surjective ?
(b) Est-ce que f est bijective ?
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Exercice 3. On considere 'application suivante :

-1 S
i 8 [4,+oo[—> [2,+oo{
xr—>§+ x—f—l

2 4

Montrer que f est bijective.

Solution : Soit y € [%, —i—oo[. Résolvons I'équation f(z) = y dans [_Tl, —i—oo{. Soit x € [_Tl, —i—oo[.

5 1
fl@)=y &= S+y\zt+ =y
I 5
<~ l‘+1—y—§
1 5\ 2 -
<:>x+4—<y—2>, (:Jc—l—ZOpourxe[ ,—l—ooD

5\2 1
—r=\¥73) 7%

2 2
Comme (y — %) —i > —%, c’est-a-dire que (y — %) —i € [_Tl, —1—00[, alors ’équation f(z) =y

admet une unique solution dans [_Tl, +00 { Ceci signifie que f est bijective.

Exercice 4. Soit ’application suivante :

f:[2,400] = [1,+00]
z— 2> —4x +5

Montrer que f est bijective et donner f—1.

Solution : Soit y € [1,+oo[. Résolvons I’équation f(x) =y dans [2, +o0].
Soit = € [2, +o0[, on a :
f@)=y <= o —dz+5=y
(22 -4z +4)+1=y
(z—22=y-1
y—1
r—2=+y—1 car:x—-22>0

r=2+y—1

Comme 2+ /y — 1 > 2, c’est-a-dire 2+ /y — 1 € [2, +00], ceci signifie que f est une application

SERE
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bijective. Sa réciproque est 'application f~! définie par :

f1 1, 4oo] = [2, +00]

r—=2+vr—1
3.3 Composée des applications
Définition. On consideére les deux applications : f: F — Fet g: F — G.

L’application h : E — G définie par : Vo € E, h(xz) = g(f(x)) est appelée la composée de f et g
dans cet ordre, et on note par : go f.

Donc: h=gof:E—G
x— h(z) =go f(x) = g(f(x))

lllustration

z=g(f(x))

E f d

Xp— ¥ =f(x) —>-z=8() =g(f(x))

x gof(x) = g(f(x))
gof

Exemple. Considérons les deux applications suivantes :

fR—=R, . g:R — R,
(§

r—x+1 T 2’

Pour tout réel x, on a :

(9o f)(@) = g(f(z)) = (f(2))* = (x+1)* et (fog)(zx)=fl9(x)) =g(z)+1=2"+1
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Composée des applications

Remarque.

1. La composée de deux applications n’est pas toujours commutative : fog # go f (en
général).

2. La composée des applications est associative : (fog)oh = fo(goh). On peut aussi écrire
fogoh.

3. Si f est une application bijective et f~! I'application réciproque de f, alors :
4. (Vx € F), fof '(x)==z,donc fo f~!=1Idr (application identique sur F).
5. (Vz € E), f~lof(xz)==x,donc f~!of=1Idg (application identique sur E).

Exercice d’application. On considere les deux applications :

f:R—R, g:R—R,
3 et 2z
T — 4x° — 2z T ——
2 +1
1. Déterminer g o f puis fog.

On considere I'application suivante :

f:10,2] = [0,2],
T (V2 - Va)?

1. Montrer que f est une application bijective.

2. Calculer f o f(z), puis en déduire application réciproque f~! de I’application f.
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3.4 Série d’exercices

Exercice 1. Soient f: N — N et g : N — N les applications définies par :

k/2 si k est pair,

VEEN, f(k)=2k et g(k)=
Fk) ot g(k) {(k—l)/Q si k est impair.

1. Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et de g.

2. Préciser les applications go f et f o g et étudier leur injectivité, surjectivité et bijectivité.

Exercice 2. On considére l'application f : N x N — N définie par f(z,y) =z + y.
1. Montrer que I'application f est surjective.

2. Montrer que f n’est pas injective.

Exercice 3. On considére I'application f : R — R définie par f(x) = 23 + z — 2.
1. Montrer que f est injective.

2. En déduire les solutions de ’équation f(z) = 0.

Exercice 4. On considére deux ensembles non vides F et F, et soit f : FF — F une application.
1. Soient A et B deux éléments de P(E).

(a) Montrer que si A C B alors f(A) C f(B).
(b) En déduire que f(AN B) C f(A)N f(B).
(c) Montrer que f(AU B) = f(A)U f(B).

2. Montrer que si f est injective, alors pour tous A et B éléments de P(E) :
f(ANB) = f(A) N f(B).
3. Montrer que f est bijective si et seulement si, pour toute partie A de E :

f(cg) =cf?.

Exercice 5. On considére deux ensembles non vides F et F, et soit f : F — F une application.
1. Soit A un élément de P(F). Montrer que f(f~1(A)) C A.

2. Montrer que f est surjective si et seulement si, pour tout A € P(F) :

FFHA) = A
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Exercice 6. Soient f : E — F et g : F — G. Etablir les implications suivantes :
1. go f injective = f injective.
2. go f surjective = g surjective.
3. go f injective et f surjective — g injective.
4

. g o f surjective et g injective = f surjective.

Exercice 7. Soient F, F' et G trois ensembles, f : £ — F et g1,92 : F' — G. On suppose que f
est surjective et que g1 o f = g9 o f. Montrer que g1 = ¢o.

Exercice 8. On considere 'application

1 3
f: [Q,Jroo[ﬁ [4,+oo{, T2+ x4 2.

Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 9. On considére 'application f : R — R définie par :

z(1 — x)?

e
’ (14 22)?

1. Vérifier que Vx € R*, f (%) = f(x).
2. Montrer que f n’est pas injective.
3. Montrer que Vz € R, f(z) < 1.

4. Montrer que f n’est pas surjective.
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